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Resumen

El objetivo del articulo es analizar las implicaciones tedricas de los
modelos de crecimiento econémico exdgeno de Solow y de Ramsey. La revisién
de carédcter documental establecié que la diferencia fundamental entre ambos,
se encuentra en la determinacién de la tasa de ahorro. Por otra parte, del modelo
de Ramsey se desprende que el comportamiento de las variables agregadas estd
determinado por decisiones microeconémicas, ya que, éstas dependen del afan
maximizador de los agentes. Por el contrario, en el modelo de Solow, la conduc-
ta de las variables no responde a estos criterios de maximizacién.
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Theoretical Implications of Exogenous Economic

Growth Models

Abstract

The objective of this article is to analyze theoretical implications of
the exogenous economic growth models by Solow and Ramsey. A documentary
review established that the fundamental difference between them is in the way
they determine the savings rate. On one hand, Ramsey’s model states that
added variables behavior is determined by microeconomic decisions, since they
depend on the maximizing eagerness of the agents. On the other hand, in So-
low s model, behavior of the variables does not respond to these maximizing
criteria.

Key words: exogenous growth models, theoretical implications of the
models, Solow’s model, Ramsey’s model, economic growth
theories.

Introduccién

La tarea fundamental de la macroeconomia, es el anélisis detallado
de las cifras agregadas de una nacién. No obstante, el analisis macroeco-
némico trasciende su objetivo general cuando la realidad obliga a estu-
diar los aspectos que determinan la evolucién de los eventos econémicos
mundiales. Por ejemplo, para Romer (2009), las cuestiones més impor-
tantes de la economia son: 2por qué algunos paises son pobres y otros ri-
cos¢; 2qué causas explican el crecimiento de una economia¢; 2qué facto-
res se encuentran en el origen de las recesiones y los auges econémicos¢

Al respecto, existe un debate acerca de las implicaciones del térmi-
no “crecimiento econémico”; por una parte, se entiende que la cuantifi-
cacién de las variaciones en el producto real de un pafs permite obtener
su tasa de crecimiento y, por otra parte, existe una discusién sobre cudn
representativas son estas mediciones en la produccién total. Sin embar-
go, existe una cantidad de teorfas de valor inestimable, en las cuales, se
resuelve el dilema anterior, ya que, para cada una de ellas es de general
aceptacién que el crecimiento econémico es un aumento del producto
real per cépita. En otras palabras, “a fin de que el crecimiento econémico
mejore la calidad de vida, la tasa de crecimiento debe exceder la tasa de
crecimiento demogréfico” (Case y Fair, 2008:361).
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Adicionalmente, si se considera que la produccién nacional esta en
funcién de la cantidad de trabajo (L), del volumen de capital (K) y suponien-
do que la tierra (t) es fija, se desprende que, la economia crecerd cuando: a.)
aumenta la oferta de mano de obra; b.) se amplia el capital humano y fisico,
y, c.) crece la productividad, es decir, la cantidad de produccién por unidad
de mano de obra o de capital.En otro orden de ideas, la bibliografia relacio-
nada a las teorfas del crecimiento refieren dos periodos claramente delimita-
dos, asi “el perfodo 1936-1970 es marcado por una visién exégena, mientras
que el perfodo que va desde 1985 hasta hoy en dia se caracteriza por una vi-
sién enddgena del crecimiento econémico” (Gerald, 2007:5).

La perspectiva exdgena, contempla que las causas del crecimiento se
encuentran en factores externos, es decir, que las variables que explican el
progreso son exdgenas. Pero, la visién enddgena desestima este supuesto
y, en contraposicién, supone que el progreso técnico es el producto de las
inversiones efectivas de los agentes econémicos en su bisqueda constante
de beneficios, por lo que, el crecimiento lo marca el ritmo de los agentes.
Estos son los rasgos més representativos de las discusiones en torno al cre-
cimiento de una nacién. En el presente trabajo, se analizarén las implica-
ciones tedricas de dos modelos de crecimiento exégeno, como lo son: el
Modelo de Solow y el Modelo de Ramsey, con el propésito de establecer
interrelaciones entre los factores que determinan el crecimiento econémi-
co, cuando el progreso técnico es el resultado de eventos exégenos.

Para el cumplimiento del objetivo, se recurrié a una revisién de ca-
racter documental que permitié obtener informacién proveniente de
fuentes impresas ya existentes. Asi, “cuando la fuente principal de infor-
macién son documentos y cuando el interés del investigador es analizar-
los como hechos en si mismos (fuentes primarias) o como documentos
que nos brindan informacién sobre otros hechos (fuentes secundarias),
estamos en presencia de una investigacién que podemos tipificar como
documental” (Ramirez, 1999:75).

Fundamentacidn teérica

Modelo de Robert Solow

Para Romer (2005), el modelo de Solow gira en torno a cuatro varia-
bles: la produccién (Y), el capital (K), el trabajo (L) y la tecnologia (A). En
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términos generales, la produccion real, esta en funcién de determinadas
cantidades de cada una de esas variables y, como es de esperarse, las fluc-
tuaciones de los mismos se traducen en variaciones de la produccién.

Solow se basé en una ecuacién de crecimiento del Producto Interno
Bruto (PIB) de Estados Unidos, en la que el capital y el trabajo, junto al
progreso técnico explicaron el crecimiento de la produccién. Especifica-
mente, “entre 1909 y 1949, el crecimiento anual medio del PIB total fue
del 2,9 por ciento al afio. Solow llegé a la conclusién de que un 0,32 por
ciento de esa cifra podria atribuirse a la acumulacién de capital, un 1,09
por ciento a los aumentos de la cantidad de trabajo y el 1,49 por ciento
restante al progreso técnico. La produccién pe capita crecié un 1,81 por
ciento al ano, del cual 1,49 puntos porcentuales se debieron al progreso
técnico” (Dornbusch y otros, 2004:61).

En resumen, para Solow los determinantes mds importantes del
crecimiento del PIB son, en orden: el progreso técnico, el aumento de la
oferta de trabajo y la acumulacién de capital. Mientras que para el PIB
per capita son el progreso técnico y la acumulacién de capital.

Dinamica del modelo

Para la explicacién de los supuestos del modelo de Robert Solow, es
necesario operacionalizar las soluciones para la funcién de producciéon y
el comportamiento temporal de los factores productivos considerados, a
saber: el trabajo, el capital y la tecnologia. Asi pues, partiendo de la fun-
cién Cobb-Douglas: Y = AKPL'"? que es homogénea de grado 1, la mis-
ma implica la existencia de rendimientos constantes a escala. Para en-
contrar su forma intensiva, se divide entre la cantidad de trabajo (L) para
obtener la funcién de produccién en términos per capita, asi:

FK/L;L/L)=AK/L L/L)
B
FK: 1) =A(K)
L

De manera que: F(k) = A(k)® Por lo que: y = A(k)"

De modo que, la produccién per cépita estd en funcién del progreso
técnico (A) y el stock de capital (k). De forma que, Y = C + [, es decir, la
produccién es igual al consumo maés la inversién. Igualmente: [ = S (in-
versién es igual al ahorro). Si se tiene que:
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I =Kt +3(Kt)
S=sY)

Entonces: b =s(yt) —(n—9)k
kb =sA(k)? —(n+8)k
k/k=sAk)’ /k—(n+8)k/k
k/k=sA(k)" —(n+8)

Este resultado es el fundamento de la teoria neoclésica del creci-
miento econémico, representada por la ecuacién de acumulacién de ca-
pital. Aqui, sA(k)*" es la inversién por unidad de trabajo efectivo y
(n+98)es el stock de capital por unidad de trabajo requerido, donde # es
la tasa de crecimiento de la poblacién y 6 es la tasa de depreciacién del
capital.

Soluciones en el estado estacionario

El estado estacionario representa una situacién donde las variables
del modelo crecen a una tasa constante. A partir de aqui, se obtienen las
soluciones para el stock de capital, el consumo y el producto real. Como
en el estado estacionario, las variables per cdpita crecen a una tasa cons-
tante igual a cero, entonces: k/k = 0. Por tanto, se iguala a cero la ecua-
cién de acumulacién de capital y se despeja k, asi:

b/l =sAR)" —(n+8)

El resultado de lo anterior, permite plantear la ecuacién de capital
en el estado estacionario, como funcién de los pardmetros:s, A, 1, 8y B:

L zl: SA :ll/(l—ﬁ)
n+0

donde:

k*“ = Stock de capital en el estado estacionario
n = Tasa de crecimiento de la poblacién

s = Tasa de ahorro

A = Progreso técnico
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8 = Depreciacién del stock de capital
B = Productividad marginal del capital

Asimismo, el producto real per cépita esta determinado por los si-
guientes pardmetros:

yee :A(k“)ﬁ

1
A )i
EC:A 5
/ (ﬂ+5)

donde y“ es el producto real per cdpita en el estado estacionario; demos-
trandose de esta forma que el progreso técnico y el stock de capital per
cépita elevan el producto. Igualmente, se puede establecer el consumo
per cépita en el estado estacionario (¢“):

¢ =(1-s)A(k“)P

- =(1—5)A( A )”"

n+0

p

B

CZZ — (1 _S)yee

En otras palabras, el consumo per capita se encuentra determinado
por los mismos pardmetros del stock de capital y el producto real. La
ecuacion plantea que un aumento del producto real y del stock de capital
eleva el consumo en el estado estacionario, pero, un aumento en la tasa
de ahorro lo reduce. Por otra parte, suponiendo la existencia de un go-
bierno que establece un impuesto sobre el ingreso per cdpita, pero, presu-
miendo que su gasto publico (G) = 0, las ecuaciones y los valores cam-
bian. Como el impuesto es sobre el ingreso per-capita, se tiene que la re-
caudacién impositiva: T = 1(Y), asi:

Tomando la funcién de produccién per capita y sustituyéndola en
la ecuacién per cépita: k = sA(k)® —(n+38)k. Considerando la tasa impo-
sitiva sobre el ingreso per capita, la nueva ecuacién de acumulacién de
capital se obtiene como sigue:

b=sl—1)Ak)® —(n+8)k
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b/k=sL-0AE)P / k—(n+d)k/k
bk =s—)AE)P" —(n+8)

Las soluciones para las variables en el estado estacionario, son total-
mente distintas a las iniciales. Como en el estado estacionario, las varia-
bles per cépita crecen a una tasa constante igual a cero, entonces:

k/k=0.

Se despeja k de la nueva ecuacién de acumulacién de capital, se ob-
tiene la nueva ecuacién del stock de capital per cépita en el estado esta-
cionario (k* )y la respectiva solucién:

kw:[x1—gA]”1m

n+0

Limitaciones del modelo de Solow

Las implicaciones tedricas del Modelo de Solow expuesta en este
trabajo, consideran el progreso técnico dentro del mismo; no obstante,
una de las limitaciones del modelo original, segin Mora (2009), es que
éste no considera el progreso tecnolégico y, por tanto, la tecnologia de la
produccién es constante. Paralelamente, se establece que el ingreso real
per cépita es constante en el estado estacionario. En contraposicién,
“Ninguno de éstos (sic) es cierto en el mundo real: Entre 1904-2004 el
producto real per-cédpita de USA se multiplicé por un factor de 7,6 o cre-
cié a una tasa aproximada de 2% por afio. Los ejemplos del progreso téc-
nico son abundantes” (Mora, 2009). En otro orden de ideas, otra de las li-
mitaciones “se encuentra no solo el predecir un estado estacionario en el
que el stock de capital per capita deja de crecer, sino también el permitir
que un parametro tan importante como es la tasa de ahorro se encuentre
determinada exégenamente” (Oscategui, 2009:1).

Modelo de Ramsey

Una de las diferencias fundamentales entre el modelo de Ramsey y
el modelo de Solow, consiste en que en el primero la tasa de ahorro es en-
doégena; por ello, se puede estudiar la forma en que los incentivos deter-
minan el comportamiento de la economia. En el modelo de Ramsey, para
Oscétegui (2009:1): “tanto los consumidores como los productores to-
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man decisiones que maximizan su utilidad y sus beneficios, respectiva-
mente”. Es decir, los agentes econdémicos asumen una actitud maximiza-
dora de utilidad en un horizonte intertemporal.

Dinamica del modelo

Para continuar con la explicacién del modelo, es necesario estable-
cer los supuestos de andlisis. En este sentido, se considerard un agente
centralizador que toma las decisiones de trascendencia en la economia
(que es cerrada, con instituciones pero sin intervencién del gobierno) y
que tiene una funcién de utilidad ut = /n (ct). En el pais no existe creci-
miento tecnolégico (a = 0), la poblacién (IN) crece a una tasa #, el stock
de capital se deprecia a una tasad > 0y la funcién de produccién agregada
esigualaY = AKPL'"P donde A = 1 y0< B< 1. En el modelo el coeficiente
p representa la tasa a la que se descuenta la utilidad a lo largo del tiempo.
En el caso estudiado p > 0, lo cual, significa que, para el agente centrali-
zador de las decisiones, la utilidad presente del consumo es mayor que la
utilidad futura del mismo.

Funcién de valor presente de la utilidad esperada

Considerando que
ut =In(ct);p>0

Entonces: Max = J:O In(ct)e ™" dt

donde:

In= logaritmo neperiano

(ct) = consumo per cépita

t = trayectoria temporal

e= base de los logaritmos neperianos

p = tasade descuento de la utilidad esperada
dr = derivada de cr con respecto al tiempo

De esta manera, para resolver el problema del agente centralizador,
consistente en la consecucién de un patrén 6ptimo de consumo, se obtie-
ne la funcién de produccién real per capita, la ecuacién de acumulacién de
capital y, por Gltimo, se construye el hamiltoniano para determinar las
condiciones de primer orden. Partiendo de la funcién Cobb-Douglas:
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Y = AKPL'"? (Homogénea de grado 1)

Se desarrolla la forma intensiva de la funcién, multiplicando por
1/L o dividiendo entre L, asi:

FK/LL/L) = AK/L L/ L)
B
F(K: 1) =A(K)
L

De manera que: F(k) = A(k)®
Por lo que: y = A(k)"

Como la economia es cerrada: Y = C + [, se deduce que, el ahorro es
igual ala inversién: S = . Por tal motivo, siguiendo se tiene que: [ = kr +
O(K).

Es decir, la inversién es igual al stock de capital més la depreciacién.

Si se considera que:

Y =c¢ + kt + 8(Kr)
Se despeja k, para obtener la ecuacién del stock de capital agregado:
K =y-ct-98(Kr)

Para transformarla en términos per cépita y considerando que L cre-
ce a una tasa #:

k/k=Fk/k-L/L
Asi: b/ k—n

Sustituyendo k por y — ct— (K1) se tiene:

/e/kJ;“—(;Ha)

Expresando en términos per capita:

y—c)/L

k/k=< Y (n+9)
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k/k:}/—Cl‘

—(n+9)

Entonces: K =y —ct — (n + d)k

uen

Sustituyendo “y” por A(k)P, se obtiene la ecuacién de acumulacién
de capital:

b=Ak) —ct—(n+8)k

Seguidamente, se encuentra la variacién del stock de capital en el
estado estacionario: k / k = A(k)*" —ct—(n+8). Ahora bien, para cono-
cer las condiciones de primer orden, se construye el hamiltoniano para
resolver el problema dindmico:

H =In(ct)e™” +uf A(k)? —ct = (n+8)k]

En este caso, se deriva el hamiltoniano con respecto a ¢t para obte-
ner la condicién de primer orden:

oft =In(ct)e™ —ute ™ =0
oct
Entonces: In(ct) —ur =0
In(ct) =t
Utilidad marginal del consumo

Siguiendo con la obtencién de las condiciones de primer orden, se 1t
con respecto al tiempo t:

ot

=Wote " +ure”" (—p)
ot

pote™ —p(ute™)

Para obtener otra condicién de primer orden, se iguala esta ecuacién
con la derivada parcial del hamiltoniano con respecto al stock de capital:

Wwote ™ —p(ue™ ) =—pre™” [A[.’)(/e)[H —ute ™ —(n +8)]
dt ok
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Se dividen estas ecuaciones entre u, y se tiene:

wote™ —ple) == "[AB(R)* " —e 7 —(n+8)]
Igualmente, estas ecuaciones se dividen entre :
wot—p=—AB(k)"" —(n+9)]
ot/ = AB®)"" —(1+5+p)]
Wet/w=(n+d+p)—AB(k)""
Soluciones en el estado estacionario

Partiendo de las condiciones de primer orden y considerando ade-
mds que en este pafs no existe crecimiento tecnolégico (a4 = 0), la pobla-
cién N crece a una tasa #, y que en el estado estacionario las variables per
capita crecen a una tasa constante igual a cero, se emplea la siguiente
ecuacion:

k/k=AF)" —ct—(n+98)
dondebk/kb=k/k-L/L

De modo que, en estado estacionario el capital y el consumo per ca-
pita no crecen. Se toma la ecuacién derivada con respecto al stock de ca-
pital:

Wor/w=(n+8+p)—AB(k)™"

Pero, comop ot/ u =0, entonces: (n+8+ p) — AB(k)*" =0
Se despeja el capital (k) en el estado estacionario:

ABR)* ! =(n+8+p)

Asi se tiene la ecuacién del stock de capital en el estado estaciona-

rio:
1/(1-B)
pe — | aB
n+d+p

Ademés: y = A(k)®
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Por tanto, para conseguir la ecuacién del productor real per capita
en el estado estacionario:

N R
n+d+yp

Establecimiento de un impuesto en el modelo de Ramsey

En términos generales, el establecimiento de un impuesto en el mo-
delo de Ramsey tiene los mismos efectos sobre el stock de capital y el pro-
ducto real per cépita, que el observado en el modelo de Solow. Sin embar-
go, es necesario mostrar los cambios en la ecuacién de acumulacién de ca-
pital y, por tanto, de las soluciones en el estado estacionario. Refiriendo los
resultados iniciales, se supone la existencia de un gobierno que cobra un
impuesto 0 <1< 1 sobre el ingreso real pero su gasto es igual a cero (G =
0). Como el impuesto (0 <t< 1) es sobre el ingreso per-cépita, se tiene que
la recaudacién impositiva: T = 1(Y), de esta manera, tomando la funcién
de produccién per cépita y sustituyéndola en la ecuacién per-capita:

b= AP —(n+8)k

Considerando la tasa impositiva sobre el ingreso per-cépita, se pre-
sente la nueva ecuacién de acumulacién de capital:

b=1-0)Ak)® —(n+8)k
Siguiendo:
k/k=01-0Ak)/k—(n+8)k/k
k/k=01-0)Ak)"" —(n+3)
Se plantea el mismo problema del agente centralizador:

Max = J:ln(cl)e””dt

Se construye el hamiltoniano considerando la inclusién del impues-
to al ingreso real:
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H =In(ct)e™” +uf (1 =) A(k)® —ct—(n +5)k]

Se deriva el hamiltoniano con respecto a ct, obteniéndose la condi-
cién de primer orden:

M n(ee ™ —pre ™ =0
oct

Entonces: In(ct) —ut =0
In(ct) =t

Utilidad marginal del consumo

Se deriva put con respecto al tiempo .
o
o

=pote " +ute”" (—p)

Ast:pote™ — p(ure™)

Seiguala esta ecuacién con la derivada parcial del hamiltoniano con
respecto al stock de capital:

wote ™ —plute ") =—pre " [(1 =) AB(k)*" —pre ™ —(n+3)]
que es una condicién de primer orden

o __oH
ot ok

Se dividen estas ecuaciones entre u, y se tiene:

wote ™ —p(te™) == " [(L =1)AB(k)" —e " = (n+5)]

—pt

Se dividen estas ecuaciones entre ¢ " y:
pot=p = 0-0AB®)"" ~(1+5)]
wot/p=-{0-nABKk)>" —(n+5+p)]
wor/p=(n+8+p)~(1-1)AB(k)""
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Nuevas soluciones en el estado estacionario

Partiendo de las condiciones de primer orden y considerando los su-
puestos iniciales. Se considera la ecuacién:

k/k=01-0DAKk)"" —ct—(n+95)
dondek/kb=k/k—-L/L

En el estado estacionario el capital y el consumo per cdpitano cre-
cen. Se emplea la ecuacién derivada con respecto al stock de capital:

wot/p=(n+8+p)—(1-ABk)""
Comopot/pu=0
Entonces: (n+8 + p) — (1 —1)AB(k)*" =0
Al despejar k en el estado estacionario:
(1=1AB()™ =(n+8+p)

Asf se tiene la nueva ecuacién del stock de capital en el estado esta-

cionario:
e (1 —1)AB 1/(1-B)
n+d+p

Ademiés de lo anterior: y = A(k)?

Por ello, se procede a la obtencién de la nueva ecuacién del producto
real per cépita en el estado estacionario:

yee =A(k02)[5

yee =A ((1_I)ABJ1_B

n+d+yp

p

En caso de producirse cambios en la tasa impositiva, tanto el stock
de capital y el producto real per cpita también variaran. Partiendo de:

(n+8+p)—(1-1)ABk)*" =0
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En el estado estacionario, se cumple la condicién:
A -DABK)" =(n+8+p)

Ademds, en el estado estacionario: ¢° = k° = A° = 0
Por ello:

b = |:(1 _I)AB:|1iﬁ

n+d+p

Para determinar la relacién entre el impuesto y las variables del es-
tado estacionario, se deriva el stock de capital con respecto al impuesto,
asi:

n+d+p

1
2
de 1 [(1-DAB [P |(1-1nAB <0
. 1-B|n+d+p
Lo anterior implica una relacién inversa entre los impuestos y el
stock de capital. Es decir, si aumentan los impuestos se reduce el stock de
capital en el estado estacionario, lo cual, al mismo tiempo, se traduce en
una reduccién del producto en el estado estacionario.

Consideraciones finales

Como se ha demostrado a través del andlisis de los modelos, la dife-
rencia fundamental entre ambos se encuentra en la determinacién de la
tasa de ahorro. Para Solow, el ahorro es exdgeno, mientras que para
Ramsey, el ahorro se determina de manera endégena y no es constante.
Esto quiere decir que, “la evolucién del stock de capital se hace ahora de-
pender (sic) de la interaccién del comportamiento maximizador de las
economias domésticas y el de las empresas en un mercado competitivo,
de modo que la tasa de ahorro ya no es exégena, ni tiene por qué ser cons-
tante” (Romer, 2005: 41).

Ademas de esto, la visién del modelo de Ramsey, permite inferir que
el comportamiento de las variables agregadas viene determinado por deci-
siones microeconémicas; esto, si se considera que la tendencia de muchas
de ellas depende del afan maximizador de los agentes. Por el contrario, con
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relacién a las implicaciones tedricas del modelo de Solow, la conducta de
estas variables no responde a estos criterios de maximizacién.

Pese a estas diferencias, las dos posiciones tedricas siguen conside-
rando exdgenas el crecimiento de la mano de obra y el progreso tecnolé-
gico, lo cual, son supuestos que le han reportado severas criticas, debido a
la imposibilidad de explicar el crecimiento experimentado por muchas
economias. Salvando estas limitaciones, en ambos modelos se establece
que el crecimiento econémico de una nacién radica en la formacién cons-
tante de capital y en el progreso tecnolégico. Asi pues, estas perspectivas
tedricas representan una contribucién a la comprensién del fenémeno
del crecimiento econémico y, ponen de manifiesto, que éste se halla de-
terminado por una serie de parametros y decisiones que escapan de los
anélisis macroeconémicos convencionales.
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